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Ozet

Bu bildiride kontrol teorisinde sik¢a kullanilan ve
sistemin durumlarinin enerji degeri hakkinda bilgi veren
Hankel tekil degerlerinin sembolik hesaplanmasi ve
dogrusal sistemlerin statik kazanglarinin Hankel tekil
degerlerinin yardimryla incelenmesi ile sistem hakkinda
daha fazla bilgi edinilmesinin saglanmas1 amaglanmistir.
Bu sekilde elde edilen sonuglar modellerin indirgenmesi
icin kullanilan bir¢ok dengeleme ydnteminin daha iyi
hale getirilmesinde kullanilacaktir. Sonuglar ikinci
mertebeden basit bir sistem tizerinde detaylandirilmustir.

Abstract

In this paper, the symbolic calculation of commonly
used Hankel singular values that provide a measure on
energy levels of a system’s states is given. Additionally,
it is shown that calculating and examining the static
gain values using Hankel singular values provide further
information about a system’s response and
characteristics. The results can be used in many model
order reduction techniques and can also improve some
of the existing methods. A simple second order system
is used as an example to illustrate the results.

1. Giris

Kontrol teorisinde Hankel tekil degerleri sistemdeki
durumlarm her birinin enerjisi hakkinda bilgi veren bir
blytkliktir [1, 2, 3]. Bu degerler ozellikle dengeli
model indirgenmesi gibi ydntemlere temel teskil
etmektedirler [1]. Dengeli model indirgenmesinde
yiiksek enerjiye sahip olan durumlar korunmakta ve
diisiik enerji seviyesine sahip durumlar atilmaktadir [4,
5, 6]. Bu sekilde indirgenmis sistem orijinal modelin
statik kazancit da dahil olmak iizere 6nemli 6zelliklerine
sahip olmaktadir [5]. Literatiirde 6zellikle Hankel tekil
degerlerinin toplaminin dogrusal bir sistemin kazancinin
yarisina esit oldugu belirtilmektedir [1]. Bu sonu¢ ¢ogu
sistem igin niimerik agidan gecerli gibi goriinse de
aslinda bazi kosullar belirlenmeden

genellestirilemeyecek ve dogru sonucu veremeyecektir.
Bu bildiride hem bu konu irdelenmis ve hem de Hankel
tekil degerleri literatiirde ¢ogu kullanimimin aksine
niimerik olarak degil sembolik olarak hesaplanarak
dogrusal bir sistemin kazancina olan iliskisi
agiklanmustir.

Bu amagla ikinci boliimde Hankel tekil degerlerinin
hesaplanma yontemi verilmis ve bu degerlerin yine
kontrol teorisinde ¢ok sik olmasa da kullanim alani
bulmus  Kronecker  cebri  ile  hesaplanmasi
detaylandirilnugtir. Ugiincii boliimde gercek ve ayrik
Ozdegerlere sahip olan ikinci dereceden dogrusal bir
sistem i¢in ayrintili hesaplama verilmis ve dordiincii
boliimde elde edilen sonuglar irdelenmistir.

2. Kontrol edilebilirlilik, gozlenebilirlik ve
capraz gramian matrisleri

Zamandan bagimsiz dogrusal bir sistem asagidaki
sekilde tanimlansin:

Xx=Ax+Bu,x, =x 1)
y =Cx+Du 2)
Burada A, B, C, D uygun boyutlu sistem matrisleridir.
Ayrica sistemin n boyutlu, p girisli ve m ¢ikish bir

sistem oldu diisiiniilebilir.

Bilindigi gibi bu gosterimden bir transfer fonksiyonu
matrisi asagidaki gibi elde edilebilir:

G(s)=C(si-A)'B+D 3)

Bu tartismanin devaminda herhangi bir kayip olmadan
D =0 olarak alinacaktir.

Sistem teorisinden bilindigi gibi eger (A,B) tamamen
kontrol edilebilir ve (A,C) tamamen gozlenebilir ise A
matrisi minimum boyutludur. Bu durumda (A,B,C)



ticliisiine G(s)’in minimum gergeklenmesi ad1 verilir.

Bir sistemin kontrol edilebilirligini ve gozlenebilirligini
analiz etmenin bir yolu gramian matrislerinin tekil
degerlerini analiz etmektir. Bu yontem sistem hakkinda
bazi ipuclart edinmemizi saglar. Ornegin kontrol
edilebilirlik ~ gramianinin  nispeten  kiiciik  tekil
degerlerinin sayis1 sistemdeki kontrol edilebilirligi
diisiik durumlarin sayisin1 vermektedir. Gramianlarin
baz1 6nemli 6zellikleri asagida verilmistir.

(1) ve (2) denklemleri ile verilmis bir sistemin kontrol
edilebilirlik gramiani, P, agsagidaki gibi hesaplanir:

P= IeA’BBTeAT‘dt o
0

Benzer sekilde gozlenebilirlik gramiani, Q, ise

o0
Q- .[eATtCT Cedr (5)
0

seklinde hesaplanir. Bu hesaplama yontemi integral
islemini igerdiginden zaman alan bir yontemdir.
Literatiirde bu matrislerin Lyapunov denklemleri
kullanilarak hesabi verilmektedir [1, 6]:

AP+PAT +BB” =0 (6)
ATQ+QA+cTc=0 (7

Bu noktada su sonucu belirtmek gerekmektedir. Eger
sistem asimptotik olarak dengede ise Lyapunov
denklemlerinin tek bir ¢Oziimii vardir, sistem
minimaldir, ayrica P ve Q matrisleri tekil olmaz.
Gramianlarin pozitif kesin karakterleri bazi 6nemli
bilgiler icermektedir:

e P>0< (A,B) tamamen kontrol edilebilirdir,
¢ Q>0<(A,C) tamamen kontrol gozlenebilirdir.

Yukaridaki bilgiler bir sistemin kontrol edilebilirligini
ve gozlenebilirligini daha giivenilir bir sekilde
yapilmasint saglamaktadir. Temel olarak P kontrol
edilebilirlilik gramianindaki bir sifir 6zdeger (A,B)’nin
kontrol  edilemeyecegini ve Q  gozlenebilirlik
gramianindaki  bir sifir 6zdeger ise (A,C)’nin
gozlenemeyecegini  belirtmektedir. Bu iki temel
gramian matrisine ek olarak 1983 yilindan beri hem
kontrol edilebilirlik ve hem de gdzlenebilirlik hakkinda
bilgi igeren “capraz gramian matrisi’, W, , kavrami

gelistirilmistir [3]. Bu gramian matrisi de Lyapunov

denklemi yardimiyla benzer sekilde hesaplanmaktadir
[3, 6].

2.1. Hankel Tekil Degerleri

Bir transfer fonksiyon matrisi G(s)’in Hankel tekil
degerleri  kontrol edilebilirlik ve go6zlenebilirlik
gramianlariin ¢arpiminin  (PQ) 6zdegerlerinin ( 4; )

karekokii olarak tanimlanmaktadir [2, 3]:

ousyiGl=J4([PQ), i=1,...n (8)

Gramian matrisleri pozitif kesin matrisler olduklarindan
(PQ) garpiminin 6zdegerleri de kesin olarak pozitiftir,
yani  oggy >0 . Bu  degerler  genellikle

Onsy, 2 0psy, == 0psy 20 seklinde sirali olarak

verilirler. Denklem (8)’den anlagilabilecegi gibi Hankel
tekil degerleri tiim sistemin transfer fonksiyon
matrisindeki durumlarinin 6nemi hakkinda bir o6l¢ii
vermektedir [2].

2.2. Kronecker Cebri

Bu boliimde sistem teorisinde kullanim alani bulmus
Kronecker cebri hakkinda 6zet bilgi verilecektir.

Boyutu (p*q) olan bir A matrisi ile boyutu (m*n) olan
bir B matrisinin Kronecker carpimi A®B olarak
gosterilir ve boyutu (pm>gn) olan bu matris asagidaki
gibi hesaplanir [7, 8, 9]:

allB a12B aqu
(121B

A®B=| . 9)
apB a,,B

Ayrica (nxn) boyutlu N matrisi ile (m>m) boyutlu M
matrisinin  Kronecker toplami [8] asagidaki gibi
tanimlanmistir:

NOM=N®I,+I,®M (10)

Son olarak bir matrisin 6nemli olan vektdor degerli
fonksiyonu Neudecker [9] tarafindan asagidaki sekilde
verilmektedir:

Al
A
vec(A)= 2 (11)
(pgx1)
A,



Kronecker cebri hakkinda daha fazla bilgi [6-9]’dan
elde edilebilir.

2.3. Kronecker Cebri ile Gramian Matrislerinin
Hesabi

Bir Onceki bolimde verilen Kronecker cebri
kullanilarak kontrol edilebilirlik, gozlenebilirlik ve
capraz gramianlar asagidaki gibi elde edilir [6]:

vec(P)=-I® A+ A1 vec(BBT) (12)
vee(Q)=-lo A7 + AT ®1] veclc’c)  (13)

vee(W,,))=-[I® A+ A7 1] ' vee(BC)  (13)

Kronecker cebri ile elde ettigimiz (12)-(14)
deklemlerinden ozellikle denklem (14) ikinci derece
sistemler i¢in asagida agiklanan sonucu vermektedir.

Simdi c¢apraz gramiam1 Kkararli, ikinci mertebeden
gercek ve ayrik 6zdegerleri olan Jordan formunda bir
sistem i¢in hesaplayalim. Bdyle bir sistemin durum
uzay1 gosterimi asagida verilmistir:

A:Fl 0} (15)
0 4

B-|' 16
=1 (16)
C=[R R,] (17)

Bu gosterimde 1, ve 4, 6zdegerleri ve R ve R, sirasiyla
karsilik gelen kalanlar1  belirtmektedir. Denklem

(15)den gorildiigi gibi A=A’ oldugundan (14)
denklemindeki hesaplama asagidaki gibidir:

vee(W,,)= 1@ A+ A7 1] vec(BC)

= (A ® A)vec(BC) (18)
22 _
1 R,
0o - 0 0
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B 24 A+4,
Wco - _L _& (19)
L+4 24,

seklinde bulunacaktir.

Denklem (19) incelendiginde
2xtrace(W,,)=—» —L (20)

oldugu goriilmektedir. Bu deger sistemin statik
kazancidir. Ayrica ¢apraz gramianin dzdegerleri
“karsilik gelen isaretleri” ile Hankel tekil degerlerini
vermektedir. Bu  “isaret” olmadan  dogrudan
matematiksel yontemlerle tekil degerlerin hesaplanmasi
durumunda literatiirde  belirtilen  Hankel  tekil
degerlerinin toplamu sistemin statik kazancinin yarisidir
arglimani gegerli olmayacaktir.

3. Sayisal Ornek

Bu béliimde 6nceki bdliime anlatilanlar basit bir sayisal
ornek tizerinde gergeklenecektir. Asagidaki transfer
fonksiyonu ile verilmis ikinci dereceden sistem goz
Oniine alinsin:

s+1
Gls)=—5—— (20
( ) s +55+6

Bu sistemin Jordan formunda durum uzayi gosterimi
asagidaki gibidir:

A=l 0 21
=l o > €2y
B-|' 22
=4 (22)
c=2 -1 (23)

Bu sistemin g¢apraz gramian matrisi kullanilarak elde
edilen Hankel tekil degerleri sirasiyla 0,1129 ve
—0,0295tir. Bu degerler ile (20) denklemi
saglanmaktadir. Ayrica bu sistemin statik kazanci dogru
bir sekilde [0,1129+(—0,0295)]/2 = 0,1667 olarak
hesaplanir. Eger Hankel tekil degerleri burada anlatilan
“isaret”’e dikkat edilmeden dogrudan Matlab gibi bir
paket program ile hesaplanirsa elde edilecek degerler
literatiirde de belirtildigi gibi pozitif 0,1129 ve 0,0295
degerleri olacaktir. Bu degerler kullanilarak dogru



statik kazancin hesaplanamayacagi agiktir.

4. Sonuclar

Bu bildiride Hankel tekil degerlerinin ¢apraz gramian
kullanilarak elde edilmesinden yola ¢ikilarak dogrusal
sistemlerin statik kazancimin hesaplanmasinin Hankel
tekil degerlerinin literatiirde genellikle belirtilenin
aksine bir “isaretle” ifade edilmesinin gerekliligine
deginilmistir. Bu isaretin olusturulabilmesi igin
dogrusal sistemin Jordan formundan faydalanilarak
capraz gramian sembolik olarak hesaplanmig ve
boylece 6zvektorlerin isaretinin ayni zamanda Hankel
tekil degerlerinin isareti olacagi belirtilmistir. Elde
edilen sonu¢ sayisal bir oOrnekle pekistirilmistir.
Sonuglarin ¢esitli model indirgenmesi yontemlerinde
kullanilmas1 amaciyla yapilan arastirmalar devam
etmektedir.
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